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Работа посвящена изучению функции Беллмана в задачах оптимального управ-
ления. Рассматривается система:{

ẋ = y,

ẏ = u,
u ∈ U = {u | ∥u∥2 ≤ 1},

с начальными условиями x(0) = x0, y(0) = y0. Задан целевой функционал в форме:

V (t, x) = inf
u
E
[∫ T

t

1

2
∥x(s)∥22 ds+ Φ(xT )

]
.

Уравнение Гамильтона-Якоби-Беллиана (HJB):

−∂V

∂t
+H(x,∇xV ) = 0.

Особый режим второго порядка возникает при u = 0, что приводит к вырожденно-
сти гамильтониана в уравнении Гамильтона-Якоби-Беллмана. Ключевая проблема —
анализ устойчивости решений вблизи сингулярных траекторий и построение асимп-
тотических оценок для V (t, x).

В рамках работы был предложен метод регуляризации гамильтониана, где ϵ —
малый параметр:

Hϵ = H + ϵ
∂4H

∂u4
.

Асимптотическое разложение:

V (t, x) = V0(t, x) + ϵ3/2V1(t, x) +O(ϵ2).

Основной член оценивается через расстояние до особой поверхности:

V0(t, x) ∼ dist(x,Γ)3/2, Γ− особая поверхность.

Для численной оценки верхней границы (доказательство см. в [1]) были разрабо-
таны скрипты на Python, использующие метод Левенберга-Марквардта для решения
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нелинейных уравнений. С помощью метода, параметризованного на 10–15 тестах, по-
лучено решение с точностью 1− 2%, что считается достаточно хорошим для данной
задачи.

Хорошей идеей является также рассмотрение схемы дискретизации HJB:

V n+1
j = V n

j −∆t ·H
(
xj,

V n
j+1 − V n

j−1

2∆x

)
+

ϵ∆t

2

V n
j+1 − 2V n

j + V n
j−1

∆x2
.

Пример такой системы:
ẋ = u3 − x, |u| ≤ 1,

с оптимальным управлением:

u∗ ∼ sign(x) · |x|1/4.

Данный момент основные результаты — получение верхней асимптотики с высо-
кой точностью. Текущие исследования направлены на сравнение полученной асимп-
тотики с альтернативными оценками. При незначительных различиях планируется
использовать их линейную комбинацию для улучшения результатов.

Полученные результаты применимы к системам с шумом и частичной наблюдае-
мостью и анализу устойчивости при негладких управлениях, имея хорошие перспек-
тивы интеграции с методами машинного обучения.
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