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Метод разделени операторов является эффективным методом постоения численного решения диффе-
ренциальных уравнений. Один из простейших методов (Trotter, 1959) использовал метод композиции двух
потоков дифференциально уравнения для получения решения. С целью уменьшения ошибки имело смысл
построить симметричный метод (Strang 1968, Marchuk 1968), являющийся по сути композицией метода
Ли-Троттера и сопряженного к нему. Также был построен более общий симметричный метод (Yoshida
1990), предполагающий разбиение двух исходных потоков с некоторым шагом. Поскольку в общем слу-
чае операторы разбиения, очевидно, не коммутируют, построение методов данного класса предполагает
многократное вычисление вложенных коммутаторов. В данной работе были получены оценки на супре-
мумные нормы коммутаторов, что позволило оценить сверху локальные ошибки классических методов.
Кроме того, был построен симметрический метод в случае разбиения исходного ДУ на N векторных полей
(оригинальные статьи предполагают разбиение лишь на два векторных поля). Для нового метода были
получены оценки на локальные ошибки и исследована его стабильность.

Рассмотрим дифференциальное уравнение (1) и связанный с ним дифференциальный оператор (2):

dy

dx
=

∑
k

f [k](y) (1)

Di =
∑
j

f
[i]
j (y)

∂

∂yj
(2)
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Применение леммы Гребнера, формулы Бейкера–Кэмпбелла–Хаусдорфа (BCH) и разложения Тейлора
дает возможность получать разложение дифференциального оператора, соответсвующего точному реше-
нию.

Можно показать (W. Auzinger, H. Hofst atter, D. Ketcheson, and O. Koch, 2017), что локальная ошибка
метода может быть представлена как
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где κp+1,j — константы, зависящие от коэффициентов расщепления α
[ℓ]
k , а Kp+1,j — γp+1 коммутаторов

D[1] и D[2] порядка (p+ 1).
Здесь γp+1 - порядок коммутаторов (по сути своей вложенность).
Покажем локальные ошибки классических методов:

Метод Порядок Локальная ошибка
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Лемма. Рассмотрим норму коммутаторов. Тогда имеет место оценка
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Здесь n - размерность пространства.

Лемма (О связи порядка коммутатора с размерностью пространства). Коммутатор порядка p+ 1 оце-
нивается сверху как константа, зависящая от операторных норм и матрицы Якоби f [k], умноженная
на np, где n - размерность пространства:

Kp+1,(.) ≤ np · C(∥D1∥, ∥D2∥, ∥∂D1∥, ∥∂D2∥)

Таким образом, можно оценить локальные ошибки классических методов:

Метод Оценка
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Теорема. Оценка на локальную ошибку метода Ёсиды произвольного порядка имеет вид:
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Рекурсивно построенный метод Ёсиды в случае разбиения на N векторых полей имеет вид:
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Теорема. Оценка на локальную ошибку обобщенного метода Ёсиды произвольного порядка имеет вид:
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Теорема. Для системы ẏ =
∑N

j=1 f
[j](y), где каждое векторное поле f [j] имеет максимальное отри-

цательное собственное значение λ[j], функция устойчивости метода Ёсиды порядка 2k выражается
как:
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,

где:
λref = maxj |λ[j]| — эталонное собственное значение
z = λref∆t — нормированный параметр устойчивости
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