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Введение

Задача о максимальном одновременном потоке (Max-Concurrent Flow, MCF) — классическая
задача теории потоков, применяемая в оптимизации сетевых систем. Формально:

max
∑
p∈P

x(p)

s.t.
∑
p∈Pe

x(p) ≤ be, ∀e ∈ E

x(p) ≥ 0, ∀p ∈ P

(1)

где P — множество путей между корреспонденциями K =
⋃

s−t∈K Ps−t, x(p) — поток по пути p,
be — пропускная способность ребра e, Pe = {p ∈ P | e ∈ p}. Цель — максимизировать суммарный
поток, не нарушая ограничений на be.

Алгоритм Гарга-Кёнемана и связь с онлайн оптимизацией

Алгоритм Гарга-Кёнемана [1; 2] итеративно находит кратчайший путь в графе с весами
рёбер, зависящими от их текущей «загруженности», и увеличивает поток по нему. Веса рёбер
обновляются мультипликативно: w(e) ← w(e)(1 + ε u

u(e)
), где u — «бутылочное горлышко», ε

— точность. Эта схема обновления аналогична алгоритмам онлайн оптимизации, таким как
Multiplicative Weights (MW) [2] или Exponential Weights (EW) [3]. В них на шаге t выбирается
действие i (путь) с вероятностью ∝ wt(i), получается значение (потери) vt(i), и веса обновля-
ются, например, wt+1(j) = wt(j) exp(ηvt(j)) для EW. MCF можно рассматривать как офлайн-
задачу, решаемую онлайн-подходом, где пути — «эксперты», а «потери» — загрузка рёбер.

Модификации алгоритма

Параллельный поиск почти кратчайших путей

Поиск кратчайшего пути на каждой итерации затратен. Для сходимости достаточно (1 +
δ)-приближённых кратчайших путей [4]. Параллельные алгоритмы для их поиска, например,
алгоритм Ли [5] (время O(polylog(n)/δ2)), позволяют сократить общее время алгоритма Гарга-
Кёнемана до O(m · polylog(n)/ε4) (m — число рёбер, n — число вершин), сохраняя гарантии
точности.

Сэмплирование путей с помощью MCMC

Вместо детерминированного выбора кратчайшего пути, можно сэмплировать пути стоха-
стически. Интерпретируя w(e)/u(e) как компоненты потенциала, можно сэмплировать пути из
распределения Больцмана P(P ) ∝ exp(−

∑
e∈P

w(e)
u(e)η

) (η — температурный параметр). Для сэм-
плирования используется MCMC, например, итеративно изменяя текущий путь Pk и принимая
новый путь P ′ по критерию Метрополиса-Гастингса. После обновления w(e) обновляется и P
(например, несколькими шагами MCMC). Вместо точного оракула кратчайшего пути исполь-
зуется стохастический.



Algorithm 1 Семплирование путей через MCMC
1: x(p) = 0 ∀p ∈ P
2: f(e) = 0, w(e) = 1 ∀e ∈ E
3: P = (m logm)/ε2 случайных путей из P по весам w(e)/u(e)
4: while f(e)/u(e) < (logm)/ε2 ∀e ∈ E do
5: P = P(t)
6: u = mine∈P u(e)
7: x(P ) = x(P ) + u
8: f(e) = f(e) + u ∀e ∈ P
9: w(e) = (1 + ε u

u(e))w(e) ∀e ∈ P

10: Update(P) - обновляем выборку путей. Если в P макс. отклонение от истинных вероятностей
было δ′, то после обновления весов отклонение будет ≤ δ′ + ε

11: end while
Ensure: x/maxe∈E(f(e)/u(e))

Адаптивное взвешивание и другие онлайн алгоритмы

Перспективно применение адаптивных техник изменения ε [6] и использование более современных
алгоритмов онлайн оптимизации [7] для MCF.

Заключение

Предложенные модификации алгоритма Гарга-Кёнемана, основанные на онлайн оптимизации, мо-
гут повысить его эффективность. Параллелизация, стохастическое сэмплирование путей и адаптивные
стратегии потенциально ускоряют вычисления и повышают гибкость алгоритма для сетевых задач.
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