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Промежуточные результаты

1 Получены локальные ошибки классических методов изависимости коэффицинтов
2 Оценки на норму коммутаторов
3 Лемма о связи порядка коммутатора с размерностьюпространства
4 Оценки нормы локальной ошибки классических методов
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Ошибка метода Ли-Троттера

Метод имеет вид:
ΦΔt = eΔtD[1] ∘ eΔtD[2]

=

= I +∆t(D[1] + D[2]) + ∆t2

(︃
(D[1])2

2
+ D[1]D[2] +

(D[2])2

2

)︃
+𝒪(∆t3)

Точное решение:
eΔt(D[1]+D[2]) = I +∆t(D[1] + D[2]) +

∆t2

2
(D[1] + D[2])2 +𝒪(∆t3).
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Ошибка метода Ли-Троттера

Вычитаем приближённое решение из точного:
ℰ2 =

∆t2

2
[D[1],D[2]]

Коэффициент перед коммутатором определяется как:
𝜅2,1 =

1
2
𝛼1𝛽1 =

1
2
.
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Ошибка метода Стрэнга

Явно метод выглядит следующим образом:
ΦΔt = e

Δt
2 D[1] ∘ eΔtD[2] ∘ e

Δt
2 D[1]

,

Точное решение имеет вид:
eΔt(D[1]+D[2]) = I +∆t(D[1] + D[2]) +

∆t2

2
(D[1] + D[2])2+

+
∆t3

6
(D[1] + D[2])3 +𝒪(∆t4)
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Ошибка метода Стрэнга

ℰ3 = ∆t3
(︂

1
96

[D[1], [D[1],D[2]]] +
1

12
[D[2], [D[1],D[2]]]

)︂
Коэффициент перед [D[1], [D[1],D[2]]]:

𝜅3,1 =
1
24

(︁
𝛼3

1 + 𝛼3
2

)︁
=

1
24

(︃(︂
1
2

)︂3

+

(︂
1
2

)︂3
)︃

=
1
96

.

Коэффициент перед [D[2], [D[1],D[2]]]:
𝜅3,2 =

1
12

𝛽3
1 =

1
12

· 13 =
1
12

.
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Ошибка метода Ёсиды 4-го порядка
Метод имеет вид:

ΦΔt = e𝛼1ΔtD[1] ∘ e𝛽1ΔtD[2] ∘ e𝛼2ΔtD[1] ∘ e𝛽2ΔtD[2] ∘ e𝛼3ΔtD[1]
,

где коэффициенты расщепления:
𝛼1 = 𝛼3 =

1
2(2 − 21/3)

, 𝛼2 = 1 − 2𝛼1, 𝛽1 = 𝛽2 =
1

2 − 21/3 .

Точное решение:
eΔt(D[1]+D[2]) =

5∑︁
k=0

(∆t)k

k !
(D[1] + D[2])k +𝒪(∆t6).
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Ошибка метода Ёсиды 4-го порядка

ℰ5 =
∆t5

120

(︂
1

1920
K5,1 +

1
480

K5,2

)︂
, 𝜅5,1 =

1
1920

, 𝜅5,2 =
1

480

𝜅5,1 =
1

1920
(2𝛼5

1 + 2𝛼5
3 − 𝛼5

2), 𝜅5,2 =
1

480
(𝛽5

1 + 𝛽5
2).
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Оценки на норму коммутаторов

Коммутатор второго порядка:

[D1,D2] =
∑︁

i

⎛⎝∑︁
j

(︃
𝜕f [2]i
𝜕yj

f [1]j −
𝜕f [1]i
𝜕yj

f [2]j

)︃⎞⎠ 𝜕

𝜕yi
,

Введем супремумную норму:

‖[D1,D2]‖sup = max
1≤i≤n

sup
y∈Ω

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁

j

(︃
𝜕f [2]i
𝜕yj

f [1]i −
𝜕f [1]i
𝜕yj

f [2]i

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
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Оценки на норму коммутаторов
Theorem
‖[D1,D2]‖ ≤

∑︁
j

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕f [2]i
𝜕yj

f [1]j −
𝜕f [1]i
𝜕yj

f [2]j

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ n (‖𝜕D1‖ · ‖D2‖+ ‖𝜕D1‖ · ‖D2‖)

Lemma (О связи порядка коммутатора с размерностьюпространства)
Коммутатор порядка p + 1 оценивается сверху как константа,
зависящая от операторных норм и матрицы Якоби f [k ],
умноженная на np, где n - размерность пространства:

Kp+1,(.) ≤ np · C(‖D2‖, ‖D1‖, ‖𝜕D1‖, ‖𝜕D2‖)
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Оценки на норму ошибки классических методов
1 Ли-Троттер:

‖ℰ2‖ =
∆t2

2
[D[1],D[2]] ≤ ∆t2

2
n (‖𝜕D1‖ · ‖D2‖+ ‖𝜕D1‖ · ‖D2‖)

2 Стрэнг:

‖ℰ3‖ ≤ 3n2∆t3

32

(︁
‖D[1]‖2‖𝜕D[2]‖+ ‖D[2]‖2‖𝜕D[1]‖

)︁
+

+
3n2∆t3

16
‖D[1]‖‖D[2]‖

(︁
‖𝜕D[1]‖+ ‖𝜕D[2]‖

)︁
3 Ёсида, 4 порядок

‖ℰ5‖ ≤ n4∆t5

1920

(︁
‖D[1]‖3‖D[2]‖2 + 4‖D[2]‖3‖D[1]‖2

)︁
‖𝜕D[1]‖‖𝜕D[2]‖
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Планируемые направления исследования

1 Формулировка и доказательство общих оценок на нормыошибок классических методов
2 Обобщение классических методов
3 Формирование методов высокого порядка в случаеразбиения более чем на два векторных поля
4 Исследование областей стабильности
5 Проведение численных экспериментов
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