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Плоская диаграмма косы

Определение
Плоская диаграмма косы есть граф, лежащий внутри
прямоугольника [0, 1]× [1, n], удовлетворяющий условиям:

1 Точки [0, i ] и [1, i ], i = 1, . . . , n являются вершинами графа
валентности один, остальные точки типа [0, t] или [1, t] не
являются вершинами графа.

2 Все другие вершины графа имеют валентность 4.
Противоположные ребра в таких вершинах образуют угол
в 180 градусов.

3 Каждая вершина валентности 4 снабжена структурой
"проход-переход".

4 Нити косы, т. е. линии, составленные из рёбер графа,
проходящие от ребра к противоположному и идущие от
вершины с ординатой 1 к вершине с ординатой 0, должны
быть монотонно убывающими относительно координаты t.
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Движения Рейдемейстера

2-e движение
Рейдемейстера

3-e движение
Рейдемейстера
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Примеры кос
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Диаграмма тангла

Определение
Пусть F — ориентированная компактная связная поверхность.
Диаграммой тангла называется граф в F , удовлетворяющий
условиям:

1 Все вершины либо имеют степень 1 и лежат на ∂F , либо
имеют степень 4 и лежат в int F .

2 Противоположные ребра в вершинах степени 4 образуют
угол в 180 градусов.

3 Каждая вершина валентности 4 снабжена структурой
"проход-переход".
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Танглы

Определение
Танглом называется класс эквивалентности диаграмм танглов
по плоским изотопиям, а также по всем классическим
движениям Рейдемейстера.

1-е движение
Рейдемейстера
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Постановка задачи

Каждая коса является танглом.
Верно ли, что если две косы эквивалентны как танглы, то они
эквивалентны как косы?

Утверждение
Если две классические косы из двух нитей эквивалентны как
классические танглы, то они эквивалентны как классические
косы.
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Идея доказательства через проекцию

Рассмотрим проекцию π, отображающую классические танглы
в классические косы так, что

если β — классическая коса, то π(β) = β,
если τ1 и τ2 — два классических тангла, отличающиеся
одним движением Рейдемейстера (разрешаются все
движения Рейдемейстера), то π(τ1) и π(τ2) тоже
отличаются не более чем одним движением Рейдемейстера
(разрешаются только второе и третье).

Тогда если есть последовательность эквивалентных танглов

τ1 → τ2 → · · · → τN−1 → τN ,

то легко получить последовательность эквивалентных кос, что
доказывает утверждение:

π(τ1) → π(τ2) → · · · → π(τN−1) → π(τN).
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Ложное предположение

Первым шагом удалим самопересечения нитей.
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