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Задача Канторовича оптимальной транспортировки мер с ограничением на плотность
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Московский физико-технический институт
Рассмотрим известную задачу линейного программирования, у которой есть следующая интерпретация. Предположим, у нас есть пекарен, которым нужно развести продукцию по магазинам. Обозначим за  количество товара, предлагаемого -ой пекарней, за  количество товара, которое желает получить -ый магазин. Тогда если  - стоимость отправки одной единицы товара из -ой пекарни в -ый магазин, то проблему оптимальной перевозки товаров можно оформить как задачу линейного программирования.

Её можно рассматривать с позиций теории вероятностей, если брать не сами единицы товара, а их долю от общего размера поставки. Тогда оптимизируемую величину можно рассматривать как интеграл по мере, проекции которой имеют данные распределения.
В общем случае рассматриваются вероятностные пространства  и , между которыми будет осуществляться перевозка, и неотрицательная функция стоимости , которая измерима относительно сигма-алгебры . Введём множество транспортных планов , которые представляют из себя меры на , имеющие проекции  и  на пространства и соответственно. Наконец, получаем формулировку задачи Канторовича

У данной задачи имеется множество различных вариаций, которые описаны в [1]. Для данной работы был выбран вариант задачи, в котором, во-первых, рассматриваются меры, абсолютно непрерывные относительно некоторой меры , то есть имеющие плотность, а, во-вторых, эти меры имеют мажорируемую некоторой функцией  плотность, что вполне соответствует практике - часто существуют некоторые ограничения на каналы перевозок. 
Впервые такую вариацию проблемы осветили в работе [2], где доказано несколько любопытных результатов. Помимо существования оптимального транспортного плана, в широком наборе случаев он будет единственным. Также стоит отметить вид такого решения: его плотность представима в виде , где - некоторое измеримое множество, то есть мы либо упираемся в ограничение, либо не используем канал перевозки вообще.
В работе речь пойдёт о приближённом поиске решения задачи Канторовича. Основной идеей является приближение плотностей проекций и функции стоимости дискретными аналогами, задачу для которых мы уже умеем решать.
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