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Известно, что кубика является поверхностью дель Пеццо степени 3.
Поверхность дель Пеццо степень d ≤ 9 получается раздутием P2 в 9− d
точках.
Теорема Если для какого-то очень обильного дивизора H на гладком
проективном многообразии Y существует трансверсальное покрытие
H−полярными цилиндрами, тогда аффинный конус X = AffConeHY
является гибким. [3]
Все конусы на поверхностях дель Пеццо степени ≥ 4 являются гибкими. [1,
2, 3].
Однако, аффинный конус X над поверхностью дель Пеццо степени 3
относительно антиканонической поляризации не обладает Ga-действиями,
хотя конус относительно любой другой очень обильной поляризации –
обладает.
Прежде, чем изучать гибкость произвольной кубики, рассмотрим задачу в
частном случае. Для этого возьмем кубику Ферма x3 + y3 + z3 + t3 = 0 в P3 и
покроем цилиндрами ее.
Заметим, что любую кубику можно получить раздутием шести точек
P1, . . . , P6 общего положения на P2. Кроме того, есть связь между 27
прямыми на кубике и нашими раздутиями, а именно, это будут
исключительные кривые E1, E2, . . . , E6, образы прямых через пары точек, а
также образы коник, проходящих через пять из шести точек.
Это будут все прямые, задаваемые следующим образом:
[X : w1X : Y : w2Y ], [X : Y : w1X : w2Y ], [X : Y : w2Y : w1X], где w1, w2 –
корни 3 степени из −1.
В данный момент благодаря такому представлению известна гибкость
кубики для фиксированной полярности [4], а именно для следующих
исключительных кривых:

E1 = {wz0 + z1 = wz2 + z3 = 0}

E2 = {z0 + z1 = z2 + wz3 = 0}

E3 = {z0 + wz1 = z2 + z3 = 0}

E4 = {z0 + z3 = z1 + z2 = 0}
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E5 = {z0 + wz3 = z1 + wz2 = 0}

E6 = {wz0 + z3 = wz1 + z2 = 0}

Пусть H - класс Q-дивизоров внутри конуса Мори Y . Имеем, с точностью до
порядка выбора из шести непересекающихся (−1) кривых E1, . . . ,6, что она
принадлежит относительной внутренности одного из 14 типов конусов,
которые явно описаны в [4].
Поэтому можно перейти к рассмотрению этих типов конусов и покрывать
уже их. Для каждого сначала нужно найти семейство, которое дает на нем
обобщенную гибкость, а также стоит отдельно для некоторых цилиндров
проверить, полярны ли они внутри нашего конуса, и если да, то добавить в
набор. После чего возможно рассмотрение более сложных контрукций
цилиндров, если вдруг имеющихся не хватит, чтобы покрыть все, а именно,
если останутся непокрытые точки. Эту часть можно сделать с помощью
перебора цилиндров в явном виде, а проверку на полярность осуществлять с
помощь соответствующей программы в sagemath.
Наиболее подходят для рассмотрения конусы типов B2 = Cone(−K,E1, E2) и
B3 = Cone(−K,E1, E2, E3).
Среди используемых цилиндров есть две классические конструкции.
В первой мы рассматриваем произвольную точку Pi и Qi конику через
оставшиеся пять точек. Далее мы проводим касательные Ti и T ′

i из этой
точки к конике. Получаем два цилиндра
Ui = Y ∼ ϕ−1(Qi ∪ Ti), U

′
i = Y ∼ ϕ−1(Qi ∪ T ′

i ), где Y – наша поверхность, а
ϕ−1 – раздутие P2, которое дает нашу поверхность [4].
Во второй конструкции мы рассматриваем прямые Lab, Lcd через пары точек
Pa, Pb и Pc, Pd соответственно, причем множества {a, b} и {c, d} не
пересекаются. Получаем цилиндр Uabcd = Y ∼ ϕ−1(Lab ∪ Lcd), где Y – наша
поверхность, а ϕ−1 – раздутие P2, которое дает нашу поверхность [3].
Этих двух конструкций обычно хватает, чтобы покрыть почти все, за
исключением некоторых точек.
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