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Определение двухцветных чисел Рамсея

Опр. Пусть 𝑘, ℓ ∈ ℕ1. Двухцветным числом Рамсея 𝑅2 𝑘, ℓ
называется минимальное такое 𝑛 ∈ ℕ1, что при любой раскраске 
рёбер 𝐾𝑛 в синий и красный цвета в нём найдётся или синяя клика 
размера 𝑘, или красная клика размера ℓ.

Опр. Пусть 𝑘 ∈ ℕ1. Диагональным двухцветным числом Рамсея 
называется 𝑅2 𝑘 ≔ 𝑅2(𝑘, 𝑘).



Определение многоцветных чисел Рамсея

Опр. Пусть 𝑟, 𝑘1, … , 𝑘𝑟 ∈ ℕ1, 𝑟 ≥ 2. Многоцветным числом Рамсея 
𝑅𝑟 𝑘1, … , 𝑘𝑟 называется минимальное такое 𝑛 ∈ ℕ1, что при 
любой раскраске рёбер 𝐾𝑛 в цвета 1,… , 𝑟 в нём найдётся или клика 
цвета 1 размера 𝑘1, … ,  или клика цвета 𝑟 размера 𝑘𝑟.

Опр. Пусть 𝑟, 𝑘 ∈ ℕ1, 𝑟 ≥ 2. Диагональным многоцветным числом 
Рамсея называется 𝑅𝑟 𝑘 ≔ 𝑅𝑟(𝑘,… , 𝑘).



Известные результаты



История 

1930 г., Рамсей доказал, что 𝑅𝑟(𝑘1, … , 𝑘𝑟) существует для любых
𝑟, 𝑘1, … , 𝑘𝑟 ∈ ℕ1, 𝑟 ≥ 2, т.е. является конечным натуральным 
числом.

1935 г., Эрдёш и Секереш с помощью мат. индукции доказали 
асимптотическую (т.е. верную для достаточно больших 𝑘) верхнюю 
оценку

𝑅𝑟 𝑘 ≤ 𝑟𝑟𝑘 .

Для частного случая 𝑟 = 2 можно записать чуть более точную 
оценку

𝑅2 𝑘 ≤ (1 + 𝑜(1))
4𝑘−1

𝜋𝑘
.



История 

1947 г., Эрдёш с помощью вероятностного метода доказал 
асимптотическую нижнюю оценку

𝑅𝑟 𝑘 ≥ 𝑟𝑘/2.

Для частного случая 𝑟 = 2 можно записать чуть более точную 
оценку

𝑅2 𝑘 ≥ 1 + 𝑜 1
𝑘

𝑒 2
2𝑘/2.



История 

В улучшении нижних оценок с этого времени не было практически 
никаких результатов. Максимум, который удавалось получить –
умножение нижней оценки двухцветных чисел на константу. В 
частности, в 1977 г. Спенсер смог улучшить нижнюю оценку 
Эрдёша в 2 раза с помощью локальной леммы Ловаса, получив 
следующий, на данный момент, лучший результат:

𝑅2 𝑘 ≥ 1 + 𝑜 1
𝑘 2

𝑒
2𝑘/2.



История 

В деле улучшения верхних оценок дела обстояли чуть лучше. Идеи 
Эрдёша развивали Томассен (1988 г.), Конлон (2009 г.)и Сах (2023 
г.), что в итоге привело к получению следующей оценки для 
двухцветных чисел Рамсея

𝑅2 𝑘 ≤ 4𝑘−𝑐ln
2𝑘,

где 𝑐 > 0 – некоторая константа.

Можно заметить, что экспоненциального улучшения получить им 
так и не удалось. 



Прорывной результат: экспоненциальное 
улучшение
В марте 2023 г. Кампос, Гриффитс, Моррис и Сахасрабух улучшили
верхнюю оценку для двухцветных чисел Рамсея, впервые получив 
экспоненциальное улучшение. Они доказали, что существует 𝜀 > 0
такое, что для достаточно больших 𝑘 ∈ ℕ1 верна оценка

𝑅2 𝑘 ≤ 4 − 𝜀 𝑘.

Авторы работы не стремились оптимизировать значение 𝜀. В их 
работе есть два доказательства, в одном из которых 𝜀 = 2−7, а в 
другом 2−10. 

https://arxiv.org/abs/2303.09521


Новый подход

Главное, что в себе содержала статья Кампоса, Гриффитса, Морриса 
и Сахасрабуха, – это новый подход к получению оценок, отличный 
от того, что использовали предшествующие авторы. В статье они 
предъявляют специальный книжный алгоритм (the book 
algorithm) и доказывают, что с помощью него можно найти в 
любой раскраске графа одноцветную клику нужного размера.



Оптимизация 𝜀

В июле 2024 г. Гупта, Ндиайе, Норин и Вей представили новую 
работу, в которой упростили и оптимизировали доказательство из 
работы 2023 г., получив следующую оценку для двухцветных чисел 
Рамсея:

𝑅2 𝑘 ≤ 3.8𝑘+𝑜 𝑘 .

https://arxiv.org/abs/2407.19026


Адаптация для многоцветного случая

В октябре 2024 г. Балистер, Боллобаш, Кампос, Гриффитс, Хёрли, 
Моррис, Сахасрабух и Тиба адаптировали книжный алгоритм для 
многоцветного случая и получили по сути первое улучшение 
оценки Эрдёша и Секереша 1935 г. Они доказали, что для любого
фиксированного 𝑟 ∈ ℕ1, 𝑟 ≥ 2 существует 𝛿 = 𝛿 𝑟 > 0 такое, что

𝑅𝑟 𝑘 ≤ 𝑒−𝛿𝑘𝑟𝑟𝑘

для всех достаточно больших 𝑘 ∈ ℕ1.

https://arxiv.org/abs/2410.17197
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