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Одной из наиболее интересных и сложных задач комбинаторной геометрии является пробле-
ма Нелсона–Эрдеша–Хадвигера, которая получила широкую известность в середине XX века.
Она заключается в отыскании величины χ(Rn) — хроматического числа пространства, то есть
минимального количества цветов, в которые можно так покрасить все точки Rn, чтобы любые
две точки на расстоянии 1 были разных цветов. Удивительно, что задача по-прежнему далека от
разрешения даже для случая плоскости.

Развитие линейно-алгебраического метода привело к тому, что в работе [4] была улучшена
нижняя оценка χ(Rn):

χ(Rn) ⩾ (1.239 . . .+ o(1))n.

Идея улучшения заключается в использовании дистанционных графов, вершины которых —
(−1, 0, 1)-векторы, то есть векторы с координатами из множества {−1, 0, 1}. С тех пор (−1, 0, 1)-
векторы были использованы в большом количестве смежных проблем и породили значительное
количество новых задач.

В частности, можно определить аналог величины m(n, k, t) для случая (−1, 0, 1)-векторов. А
именно, введем

Vn(k−1, k0, k1) = {x = (x1, ..., xn) : xi ∈ {−1, 0, 1}, |{i : xi = −1}| = k−1, |{i : xi = 0}| = k0, |{i : xi = 1}| = k1}

и величину

m(n, k−1, k0, k1, t) = max{|W | : W ⊂ Vn(k−1, k0, k1), (x,y) ̸= t для всех x,y ∈ W}.

Данная величина по сути впервые исследуется в работе [3]. Эта статья дает нижную оценку
величины m(n, k−1, k0, k1, t), однако ограничивается довольно частным случаем k−1 + k1 = k0 и
t = 0. Работа [2], напротив, дает новые верхние оценки m(n, k−1, k0, k1, t), которые применимы в
широком диапазоне значений параметров.

Целью настоящей работы будет исследование величины m(n, k−1, k0, k1, t). В первую очередь
мы сфокусируемся на получении нижних оценок для широкого диапазона значений k−1, k0, k1 и
t. В данном исследовании мы ограничимся асимптотическим случаем. Более формально, пусть
числа k′

−1, k
′
0, k

′
1, t

′ ∈ (0, 1) таковы, что k′
−1 + k′

0 + k′
1 = 1. Далее мы будем считать, что k−1 ∼

k′
−1n, k0 ∼ k′

0n, k1 ∼ k′
1n и t ∼ t′n при n → ∞. Понятно, что в этом случае и нижние, и верхние
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оценки будут вида (λ(k′
1, k

′
−1, k

′
0, t

′) + o(1))n, где значение λ не зависит от n. Мы будем считать,
что две оценки различаются сильно, если имеют разные величины λ.

С использованием конструкций из работ [3], [1] была сформулирована и доказана следующая
теорема:

ТЕОРЕМА. Пусть t1 ⩽ t. Пусть фиксированы неотрицательные целые числа

m1, m2, m3, m−1,1, m0,1, m1,1, m−1,2, m0,2, m1,2, m−1,3, m0,3, m1,3,

удовлетворяющие ограничениям:
m1 +m2 +m3 = n,

m−1,x +m0,x +m1,x = mx для всех x ∈ {1, 2, 3},

my,1 +my,2 +my,3 = ky для всех y ∈ {−1, 0, 1},
3∑

z=1

mdp(m−1,z,m0,z,m1,z) > t.

Наложим дополнительное ограничение:

t1 + 2(m0,1 + 2m1,1 +m−1,2 +m1,2 + 2m−1) ⩽ t.

Пусть, далее, t1 < s < m1 + m3 и t − 2(m1,2 + m−1,2) ⩾ 0. Пусть F – такая совокупность
векторов из Vn(m1,m2,m3), что для любых двух x,y ∈ F выполнено (x,y) < s и

|F | =
Cm1+m3

n Cm1
m1+m3∑k1

i=0

∑min(k1−i,k−1)
j=0

∑k−1

e=0

∑min(k−1−e,k1)
f=0 Ci

k1
Cj

k1−iC
e
k−1

Cf
k−1−eC

k1−i−f
k0

C
k−1−e−j
k0−k1+i+fP (i, j, e, f, s)

,

где

P (i, j, e, f, t) =

{
1, если i− j + e− f ⩾ t,
0, иначе.

Тогда выполнена оценка

m(n, k−1, k0, k1, t) ⩾ |F |(
3∏

x=1

Cm−1,x
mx

C
m0,x

m0,x+m1,x
− |F |Cm−1,2

m2
C

m0,2

m0,2+m1,2
·

max
m1+m3−m2⩽l<min(s+4min(m1,m3),m1+m3)

l∑
j=t−2(m1,2+m−1,2)

j∑
i=0

Cj
l C

i
j

C
m1,1+m1,3+m−1,1+m−1,3−j
m1+m3−l C

m1,1+m1,3−i
m1,1+m1,3+m−1,1+m−1,3−j).
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